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SUJET APRES-MIDI

Durée : 4 heures

Les téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et tous appareils électroniques de communica-
tion ou de stockage, ainsi que les documents sont proscrits.

Les calculatrices sans mémoire type collége ou les calculatrices en mode examen sont autorisées.

La qualité de la rédaction est un facteur important d’appréciation des copies. L’humilité est la bienvenue
a travers les raisonnements. Traitez les problémes dans 'ordre que vous souhaitez.
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Probléme 1 : (Bonne année!)

2026 est un entier remarquable : il s’agit d’'un nombre beprisque, c’est-a-dire un nombre compris entre
un carré parfait et un nombre premier. E [edtivement,

2025 = 452 et 2027 est premier.

A I’'heure actuelle, nous conjecturons qu’il existe une infinité de nombres beprisques, mais nous ne savons
pas le démontrer (s’il vous reste un peu de temps, n’hésitez pas).

Voici donc un modeste sujet de théorie des nombres centré sur 2025, 2026 et 2027 :)

1. (Mise en jambe) Ecrire 2025 et 2026 comme la somme de deux carrés d’entiers naturels, puis montrer
que 2027 ne peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers naturels.

2. (Cela se corse) Considérons a,b [NI-tels que

=1l—- 4+ -4 =+

a 1 1 1 1 1
b 2 3 4 1350  1351°

Montrer que a est un multiple de 2027.
3. Soit N [N On sait gu’il existe un entier n et des chilrek ag,...,a, [D,...,9} tels que

N = a,10"  (écriture de N en base 10).
k=0

On définit la fonction f par
f(N) =) ai.
k=0

On dit que N est un hombre heureux si la suite (uy)x mdéfinie par

Up =N,
atteint la valeur 1, i.e. il existe p [N tel que

u, =1,

autrement, on dira que N est nombre malheureux.

a) Vérifier que 2026 est un nombre heureux, puis que 2025 et 2027 sont des nombres malheureux :(
b) Justifier qu’il existe une infinité de nombres heureux et une infinité de nombres malheureux.
¢) Montrer que I'une des deux propriétés suivantes est systématiquement vérifiée ;
e N est un nombre heureux;
il existe un rang r [N tel que
u, =4,

et la suite (ug)x mmassociée a N est périodique a partir du rang r.



Probléme 2 : (Le cadeau d’Axel)

Axel veut fabriquer un collier unique pour sa petite amie; il achéte donc chez un bijoutier une sphére
d’or massif parfaitement ronde. Pour transformer cette sphére en une élégante perle dorée, il perce un
trou cylindrique rectiligne passant exactement par le centre de la sphéere.

Il perce soigneusement, en s’assurant de récupérer toute la limaille d’or, car le bijoutier a accepté de
racheter tout I’or inutilisé au méme prix au gramme. Ainsi, Axel ne paie que la quantité d’or qui reste
réellement dans la perle finale.

Une fois le trou percé, Axel pose la perle ainsi obtenue sur la table. Sa hauteur (la distance entre le bas
et le haut de la perle) est exactement de 1 cm.
Axel veut savoir : quel est le volume de la perle d’or qu’il a créée?

Axel regarde le prix de I'or : = 2500€ par cm3. Sa petite amie adore les mathématiques, donc Axel décide
de se limiter a un budget « propre » de 100m€ pour la perle.

Il se demande : quelle(s) taille(s) de perle (c’est-a-dire quelles hauteurs de perle et quels choix de rayon
de la sphére initiale / rayon du trou) correspondent exactement a son budget de 100m€ ?
Expliquer toutes les options de taille possibles pour lesquelles il paie exactement 100T€.






