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EXAMEN DE L’APRES-MIDI

Durée : 4 heures

Les téléphones portables, tablettes, ordinateurs, montres connectées et tout dispositif électronique de com-
munication ou de stockage, ainsi que tout document, sont interdits.

Les calculatrices sans mémoire (type collége) ou les calculatrices en mode examen sont autorisées.

La qualité de la présentation écrite est un critére important de notation. L’humilité est appréciée tout au
long du raisonnement. Vous pouvez traiter les problémes dans l'ordre de votre choiz.
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Probléme 1 : (Bonne année!)

2026 est un entier remarquable : ¢’est un nombre beprisque, c’est-a-dire un nombre situé entre un carré
parfait et un nombre premier. En e[ef]

2025 = 452 et 2027 est premier.

A I’heure actuelle, on conjecture qu’il existe une infinité de nombres beprisques, mais on ne sait pas le
démontrer (si vous avez du temps libre, n’hésitez pas a essayer).

Voici un modeste probléme de théorie des nombres centré autour de 2025, 2026 et 2027 :)

1. (Echauffement) Ecrire 2025 et 2026 comme somme de deux carrés d’entiers naturels, puis montrer
gue 2027 ne peut pas s’écrire comme somme de deux carrés d’entiers naturels.

Ona

2025 = 272 + 362
et 2026 = 45 + 12,
Supposons par I'absurde que
@l CNI5'2027 = a2 + b2,

En particulier, 2027 et a? +b? sont deux entiers admettant le méme reste via la division euclidienne
par 4. Autrement dit
2027 =a’+b%[4 (DI

Or, en notant k = 4Z + k la classe de k modulo 4, on a
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Ainsi, pour tout n NI on a
n=0[4] ou n?=1[4].

On en déduit que a? + b? [CQICTICZ) mais puisque 2027 [£3] on conclut & une absurdité quant &
I’équation modulaire (Ot il n’existe aucun couple d’entiers (a,b) CND? tels que
2027 = a® + b2,

2. (Cela se corse) Considérons a,b [NI-tels que
a_, 1. 1 1 1 1

b~ " 2 3 4 1350 1351
Montrer que a est un multiple de 2027.

Considérons a,b CN™tels que
1 1 1

1
3 4 1350 1351°
Il est évident que

a = 263773158847080840725950396517784792107678908242703397147734944417
821793255684499697860484377458864481654081356499417199551704093287626
887802936317996020661790435042838458522805654712974941691541485083635
835861067369957181168847471204180553844909667277452248866125286293291
569683444233669152076963669512588600014114090592673413505656624904564
288499812056357206949807497976678580884595001475761042204227808008124
448402828830168191232124799892222094462977470529706918967441567697276
809627145944647131427158446599326403040271549162542561769846367362446

5799883196008114414888299623643511



qui est bien entendu divisible par 2027 en vertu du célébre critére de divisibilité par 2027
Plus sérieusement, on a

a 1 1 1
+

1 1
=1-= -+ =+ —
b 2 3 4 1350 =~ 1351
101 1 11 1 1
1+ 4+ 4+ +— =2 4+ 4+ 4.+
3 1351 2 4 6 1370
11 1 11 1
1+ 4+-+ -+ —— — 1+ 4+ 4+
2 3 1351 2 3 675
11 1 1
= 4+ + +
676 677 678 1351
1 1 1 1 1 1
= 4+ 4+ 4+
676 1351 677 1350 1013~ 1014 .
_ 2027 2027 o 2027 g ] )
T 676 % 1351 677 x 1350 1013 < 1014 «_o7s K(2027 = K)

Etant donné que 2027 est premier, on a

[K1[J876,1013], PGCD(2027, k(2027 — k)) = 1,
ce qui assure que a est bien un multiple de 2027.
Soit N [CNI'On sait qu’il existe un entier n [Nl et des chilTek ag, ...,an [ID,...,9} tels que

r— 1
N = ad0X (écriture de N en base 10).
k=0

On définit la fonction f par

r 1
f(N)=  aZ.
k=0
On dit que N est un hombre heureux si la suite (ux)x mdéfinie par

j@]
Up =N,

KN, Uk+1 = f(l.lk)
atteint la valeur 1, i.e. il existe p [Nl tel que

up = 1,

autrement, on dira que N est nombre malheureux.

a) Vérifier que 2026 est un nombre heureux, puis que 2025 et 2027 sont des nombres malheureux :(
b) Justifier qu’il existe une infinité de nombres heureux et une infinité de nombres malheureux.

¢) Montrer que I'une des deux propriétés suivantes est systématiquement vérifiée ;
e N est un nombre heureux;

e il existe un rang r [Nl tel que
Ur = 41
et la suite (ux)k rmmassociée a N est périodique a partir du rang r.

a) 2026 est un nombre heureux car la suite récursive définie par

jo]
Up = 2025,



Vérifie us = 1. E [edtivement,
up =22+0°+22+6°=44
Up =42 +4%2 =32
us =3%+22=13
us=12+32=10
us =12+ 02 =1,
Pour le nombre 2025, le scénario est di [érent :
22+ 02 +22 +52 =33

32+32=18
12+8%=465
62 + 52 =61
62+ 12 =37
32+72=58
52 +82 =89
82+ 92 =145
12 +4%2+5% =42
42 +22 =20
22+02=4
4?2 =16

12 + 62 = 37.

On observe ainsi que la suite associée a 2025 est périodique a partir du rang 5, et admet la période
de taille 8 suivante :

En particulier, il n’existe aucun rang tel que la suite associée a 2025 atteint la valeur 1 : 2025 est
par conséquent malheureux. De méme,

22 +0°+22+ 7% =57

52+ 72 =74
7 +42=65
62 + 52 =61
62 + 12 = 37
32+72=58
52 +82 =89
82 +92 = 145
12+ 42 +52 =42
42 +22 =20
22+02=4
42 = 16

12 + 62 = 37.

On observe ainsi que la suite associée a 2027 est également périodique a partir du rang 5, et admet
la période de taille 8 suivante :

En particulier, il n’existe aucun rang tel que la suite associée a 2027 atteint la valeur 1 : 2027 est
par conséquent malheureux.



b)

<)

Ona
[KICN, 10X est un nombre heureux.

De méme
[KICN, 4 x 10% est un nombre malheureux.

Tout d’abord, constatons que

1,7,10,13,19, 23, 28, 31, 32, 44,49, 68, 70, 79, 82, 86, 91, 94, 97, 100, 103, 109,
129, 130, 133, 139, 167, 176, 188, 190, 192, 193, 203, 208, 219, 226, 230, 236 et 239 sont heureux,

et tous les autres nombres inférieurs ou égaux a 243 sont malheureux et leur suite associée est
périodique a partir d’un certain rang, de période

Si N désigne un entier a 3 chi [rek strictement supérieur a 244, alors f(N) est majoré par 9% + 92 +
92 = 243, On se raméne ainsi aisément a I’étude e [edtuée ci-dessus.

Si N désigne un entier a n > 4 chi[rek, on peut écrire

L EN—
N = acl0k, ou ax [40,...,9} et an—1 > 1.
k=0

Mais

] E—

f(N) = af
k=0
< 9%n = 81n.
Or, pour toutn > 4, 0on a
81ln < 10",

On peut dresser le tableau de variation de X B— 10%~1 — 81X pour s’en convaincre, fonction stric-
tement croissante sur [3, +oo[ qui s’annule en Xo = 3.446.

Ainsi, T(N) possede au plus n — 1 chi[rek. En itérant ¥ au plus n — 3 fois, on finit par se ramener
a I'un des deux cas précédents, ce qui achéve la preuve.



Probléme 2 : (Le cadeau d’Axel)

Axel souhaite fabriquer un collier unique pour sa petite amie; il achéte donc chez un bijoutier une
spheére pleine d’or parfaitement ronde. Pour transformer cette sphére en une élégante perle d’or, il
perce un trou cylindrique rectiligne passant exactement par le centre de la sphére.

Il perce soigneusement, en prenant soin de récupérer chaque copeau d’or, car le bijoutier s’est
engagé a racheter tout I’or inutilisé au méme prix au gramme. Ainsi, Axel ne paie que la quantité
d’or e [edtivement présente dans la perle finale.

Une fois le trou percé, Axel pose la perle obtenue sur la table. Sa hauteur (la distance entre le bas
et le haut de la perle) est exactement de 1 cm.

Axel souhaite savoir : quel est le volume de la perle d’or qu’il a créée?

Axel consulte le prix de I'or : = 2500 € par cm®. Sa petite amie adorant les mathématiques, Axel
décide de se fixer un budget élégant de 100m € pour la perle d’or.

Il se demande : quelles tailles de perles (c’est-a-dire quelles hauteurs de perle et quels choix de rayon
initial de la sphere / rayon du trou) correspondent exactement a son budget de 100m € ?
Expliquer toutes les options de taille permettant de payer exactement 100m €.



Annotons la figure en placant I'origine au centre de la sphére :

"TLLL L LY
" )

A partir de cela, on obtient par le théoréme de Pythagore :
@ M
H?+rj =R?> =rgl= R?—H?2

et P
h*>+ri =R?> =Crd= R2—h?

Exprimons le volume recherché sous forme d’intégrale :

i -

V= 2nr dr dh
—H o

|
Yre=pz -

v 2rdr dh
—H RZ_HZ

Il
=

v
> RZ—nh?

Ve dh

=n (R? —h?)— (R —H?) dh
—H

=n  H?-—h?dh
—H
H
—n H2h— ip
3 n
1 1
=n H3*-ZH® — —-H3+:5H?3
3 3
_4n
3

1l s’agit d’un résultat célébre : le volume d’une sphére percée dépend uniquement de la hauteur du
solide obtenu, et non du rayon initial de la sphére.

En remplacant par la valeur H =0,5cm:

H3

n 1 T
v=— Z =_cm?
3 2 6
Axel peut utiliser un volume maximal
_100m _ LS om?
© 2500 25



d’or. On obtient donc

an T 3 \!—
T H3 = =[HP= - = = °0.03=0. .
3 25 100 HI 0.03=0.31cm

Y

0.03 = 0.31 cm convient, & condition que le cylindre percé ait pour rayon

Pp—
o = R2 —H2,

Ainsi, tout R>H =






